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   {   K  n ( x , a ) }


  𝜔 ( x − a )


  b = x


  r ∈   P  n − 1


  q  ( t ) =  ( b − t ) r  ( t )


   {   K  n ( x , b ) }


  𝜔 ( b − x )  


   {   p  n }


  n


  𝜔 ( x )


  ( a   ,   b )


    p  n + 1


  ( a   ,   b )


  a =   x 0


  b =   x  n + 1


    p  n


    x 1 <   x 2 < … <   x  n


   (   x  j   ,     x  j + 1 )


    p  n + 1


  j = 0   ,   1   ,   … , n


   {   p  n }


    p  n


  n


    p  n ′


    p  n ′


    p  n


      {   x  j }  j = 0  n


    p  n + 1  ( x )


    A  n + 1 =  [      𝛼 0    𝛽 1        𝛽 1    𝛼 1    𝛽 2      ⋱  ⋱  ⋱        𝛽  n − 1    𝛼  n − 1    𝛽  n        𝛽  n    𝛼  n ]


    𝛼  j =     b  j    a  j     ,         j ≥ 0   ;       𝛽  j =  1    a  j − 1      a  j − 1   c  j    a  j     ,           j ≥ 1    


    a  j   ,   b  j   ,     c  j }


    p  j + 1  ( x ) =  (   a  j x −   b  j )   p  j  ( x ) −   c  j   p  j − 1  ( x )   ,             j ≥ 0                        


    p  − 1 ≔ 0


    p  j }


      p ~  j  ( x ) =  1     𝛾  j   p  j ( x )


    𝛾  j =    ‖   p  j ‖  𝜔 2


     ‖     p ~  j ‖  𝜔 = 1  


  x     p ~  j =     c  j    a  j      𝛾  j − 1    𝛾  j     p ~  j − 1 +     b  j    a  j     p ~  j +  1    a  j      𝛾  j + 1    𝛾  j     p ~  j + 1


     1    a  j − 1      𝛾  j    𝛾  j − 1     p ~  j − 1 +     b  j    a  j     p ~  j +  1    a  j      𝛾  j + 1    𝛾  j     p ~  j + 1


    𝛽  j     p ~  j − 1  ( x ) +   𝛼  j     p ~  j  ( x ) +   𝛽  j + 1     p ~  j + 1  ( x )


    𝛼  j ≔     b  j    a  j       ,               𝛽  j ≔  1    a  j − 1      𝛾  j    𝛾  j − 1


      𝛾  j    𝛾  j − 1 =     a  j − 1   c  j    a  j > 0       →     𝛽  j =  1    a  j − 1      a  j − 1   c  j    a  j


  x     p ~  j =   𝛽  j     p ~  j − 1  ( x ) +   𝛼  j     p ~  j  ( x ) +   𝛽  j + 1     p ~  j + 1  ( x )                                           ( 5 )


  j = 0   ,   1   ,   … , n  


  x   P ~  ( x ) =   A  n + 1   P ~  ( x ) +   𝛽  n + 1     p ~  n + 1  ( x )   E  n + 1        


    A  n + 1


    P ~  ( x ) =    (     p ~ 0  ( x ) ,     p ~ 1  ( x ) ,   … ,     p ~  n  ( x ) )  T     ,         E  n + 1 =   ( 0   ,   0   , … ,   0   ,   1 )  T


      p ~  n + 1  (   x  j ) = 0     ,     0 ≤ j ≤ n


  x =   x  j


    x  j   P ~  (   x  j ) =   A  n + 1   P ~  (   x  j )     ,     0 ≤ j ≤ n


    {   x  j }  j = 0  n


    A  n + 1


    x  j 0


    x  j


    p  n + 1 ( x )


   {      x  j  k + 1 =   x  j  k + D  (   x  j  k )   ,   0 ≤ j ≤ n   ,       k ≥ 0    {   x  j 0 }   ب ه   ت و ج ه   ب ا                                                                                                  


  D ( x )


  D ( x )


  D  ( x ) = −     p  n + 1  ( x )    p  n + 1 ′  ( x )                            


  D  ( x ) = −     p  n + 1  ( x )    p  n + 1 ′  ( x ) −     p  n + 1  ( x )   p  n + 1  ′ ′  ( x )  2    (   p  n + 1 ′  ( x ) ) 2        


    p  n + 1


    ∫  a  b  f  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  f  (   x  j )   𝜔  j +   E  N  [ F ]                                           ( 6 )


     {   x  j   ,   𝜔  j }  j = 0  N


    E  N  [ F ]


     {   x  j }  j = 0  N


  f ( x ) ∈   C  N + 1 [ a   ,   b ]


    E  N  [ F ] =  1   ( N + 1 ) !   ∫  a  b    f  ( N + 1 )  ( ξ  ( x ) )   ∏  i = 0  N   ( x −   x  i ) d x                        


  ξ  ( x ) ∈ [ a   ,   b ]


     {   x  j }  j = 0  N


   h  j  ( x ) =   ∏  i = 0 ; i ≠ j  N    x −   x  i    x  j −   x  i     ,               0 ≤ j ≤ N                                      


  f  ( x ) =  h  j


    𝜔  j =   ∫  a  b   h  j  ( x ) 𝜔  ( x ) d x     ,               0 ≤ j ≤ N                                     ( 7 )


    E  N


  p


  m


  q


  m + 1


    E  N  [ q ]


  N + 1


     {   x  j }  j = 0  N   ،        ( a   ,     b )


  N  


  2 N + 1


     {   x  k }  k = 0  N  


    p  N + 1


  𝜔


  2 N + 1


     {   x  j }  j = 0  N


    p  N + 1


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j   ,           ∀ p ∈   P  2 N + 1                              


    𝜔  j =     k  n + 1    k  n      ‖   p  N ‖  𝜔 2    p  N (   x  j )   p  N + 1 ′ (   x  j )     ,         0 ≤ j ≤ N                                              


    k  j


    p  j


  2 N + 1


  ( a   ,   b )


  x = a


    q  N ( x )


    q  N  ( x ) =     p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N ( x )  x − a                                                                                   ( 8 )                                                              


    𝛼  N = −     p  N + 1 ( a )    p  N ( a )


    q  N  ( x )


    q  N ∈   P  N


    r  N − 1 ∈   P  N − 1


    ∫  a  b    q  N  ( x )   r  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x )  ( x − a ) d x =   ∫  a  b    ( p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N ( x ) )   r  N − 1 ( x ) 𝜔  ( x ) d x = 0


    q  N


    𝜔 ~  ( x ) ≔ 𝜔  ( x ) ( x − a )


    q  N


    k  N + 1


    x 0 = a


     {   x  j }  j = 1  N


    q  N ( x )


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j   ,             ∀ p ∈   P  2 N                                                   ( 9 )


    𝜔 0 =  1    q  N  ( a )   ∫  a  b    q  N  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                                                                


    𝜔  j =  1    x  j − a     k  N + 1    k  N      ‖   q  N − 1 ‖  𝜔 2    q  N − 1 (   x  j )   q  N ′ (   x  j )     ,               1 ≤ j ≤ N                                    


  b = x


  a = x


  a , b = x


    𝛼  N


    𝛽  N


  x = a , b


    p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N  ( x ) +   𝛽  N   p  N − 1  ( x ) = 0                                      


    z  N − 1  ( x )


    z  N − 1  ( x ) =     p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N  ( x ) +   𝛽  N   p  N − 1  ( x )  ( x − a ) ( b − x )                                          


      z  N − 1  ( x )


    z  N − 1


    P  N − 1


    r  N − 2 ∈   P  N − 2


    ∫  a  b    z  N − 1   r  N − 2  ( x − a )  ( b − x ) 𝜔 d x =   ∫  a  b (   p  N + 1 +   𝛼  N   p  N +   𝛽  N   p  N − 1 )   r  N − 2 𝜔 d x = 0                             ( 10 )


   {   z  N − 1   : N ≥ 1 }


    𝜔 ^  ( x ) ≔  ( x − a )  ( b − x ) 𝜔 ( x )


    x 0 = a   ,     x  N = b


     {   x  j }  j = 1  N − 1


    z  N − 1


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j     ,                   ∀ p ∈   P  2 N − 1                        


    𝜔 0 =  1  ( b − a )   z  N − 1 ( a )   ∫  a  b   ( b − x )   z  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                            


    𝜔  j =  1  (   x  j − a ) ( b −   x  j )     k  N + 1    k  N      ‖   z  N − 2 ‖    𝜔 ^ 2    z  N − 2 (   x  j )   z  N − 1 ′ (   x  j )     ,           1 ≤ j ≤ N − 1                  


    𝜔  N =  1  ( b − a )   z  N − 1 ( b )   ∫  a  b   ( x − a )   z  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                            


    J  n  𝛼 , 𝛽 ( x )


    𝜔  𝛼 , 𝛽  ( x ) =   ( 1 − x )  𝛼   ( 1 + x )  𝛽                                    


  ( − 1   ,   1 )


    ∫  − 1 1    J  n  𝛼 , 𝛽 ( x )   J  m  𝛼 , 𝛽 ( x )   𝜔  𝛼 , 𝛽  ( x ) d x =   𝛾  n  𝛼 , 𝛽   𝛿  m n                      


    𝛾  n  𝛼 , 𝛽 =    ‖   J  n  𝛼 , 𝛽 ‖    𝜔  𝛼 , 𝛽 2


    J  n  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  2  − n   ∑  j = 0  n   (   n + 𝛼  j )  (   n + 𝛽  n − j )    ( x − 1 )  n − j    ( x + 1 )  j                                     ( 11 )


    J  n  𝛼 , 𝛽  ( − x ) =    ( − 1 )  n   J  n  𝛼 , 𝛽  ( x )                                                                                                                                                                                                


                J  n + 1  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  (   a  n  𝛼 , 𝛽 −   b  n  𝛼 , 𝛽 )   J  n  𝛼 , 𝛽  ( x ) −   c  n  𝛼 , 𝛽 −   c  n  𝛼 , 𝛽   J  n − 1  𝛼 , 𝛽  ( x )   ,               n ≥ 1                                      


    J 0  𝛼 , 𝛽  ( x ) = 1                                                                                                                                                                                                                


    J 1  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  1 2  ( 𝛼 + 𝛽 + 2 ) x +  1 2  ( 𝛼 − 𝛽 )                                                                                                                      


    a  n  𝛼 , 𝛽


    b  n  𝛼 , 𝛽


    c  n  𝛼 , 𝛽


    L  n  ( x ) =   J  n  0   ,   0  ( x )   ,         n ≥ 0   ,     x ∈  ( − 1   ,   1 )                                                   ( 12 )


    L  n  ( x ) =  1   2  n n !     d  n    d n  n  [    (   x 2 − 1 )  n ]   ,         n ≥ 0                  


    L  n  ( x ) =  1   2  n   ∑  l = 0  [ n / 2 ]    ( − 1 )  l   ( 2 n − 2 l ) !  l ! ( n − l ) ! ( n − 2 l ) !   x  n − 2 l                                  


   {     ( n + 1 )   L  n + 1  ( x ) =  ( 2 n + 1 ) x   L  n  ( x ) − n   L  n − 1  ( x )     ,             n ≥ 1                                 L 0  ( x ) = 1                                                                                                                                                                                                                       L 1  ( x ) = x                                                                                                                                                                                                                


  𝜔  ( x ) = 1  


    ∫  − 1 1    L  n  ( x )   L  m  ( x ) d x =   𝛾  n   𝛿  m n


                                                                    𝛾  n =  2  2 n + 1


                                                                    𝛾  n =  2  2 n + 1


                                                                  L  n  ( − x ) = (   − 1 )  n   L  n  ( x )


    T  n  ( x ) =   J  n  − 0 . 5   ,   − 0 . 5  ( x )   ,             n ≥ 0       x ∈  ( − 1   ,   1 )                                            


   {      T  n + 1  ( x ) = 2 x   T  n  ( x ) −   T  n − 1  ( x )     ,             n ≥ 1                                                         T 0  ( x ) = 1                                                                                                                                                                             T 1  ( x ) = x                                                                                                                                                                        


    T  n


  n


  n


    T  n  ( x ) =  cos ⁡   ( n 𝜃 )   ,             𝜃 =  arccos ⁡   ( x )   ,             n ≥ 0     ,           x ∈  ( − 1   ,   1 )            


    T  n  ( − x ) =   ( − 1 )  n   T  n  ( x )


  𝜔  ( x ) =  1   1 −   x 2        


    ∫  − 1 1    T  n  ( x )   T  m  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   𝛾  n   𝛿  m n


    𝛾  n =   c  n   𝜋 2


    c  n =  {    2               n = 0   1                 n ≥ 1


    c  n =  {    2               n = 0   1                 n ≥ 1

