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چند جمله ای های متعامد و نقش آنها در درجه بندی گاوسی: وجود، یکتایی، خواص بنیادی و  

 صفرها
 

 3، مهسا کعبه   2، محمد مهدی پور زرین کمر 1حسین حسینی

 

 ( hosn.hosni.1379@gmail.comدانشکده ریاضی و علوم کامپیوتر دانشگاه علم و صنعت ایران، تهران)-1

 (mohamad.mehdipor1404@gmail.com)دانشکده ریاضی و علوم کامپیوتر دانشگاه علم و صنعت ایران، تهران -2

 )mahsa_kabe@mathdep.iust.ac.ir(دانشکده ریاضی و علوم کامپیوتر دانشگاه علم و صنعت ایران، تهران -3

 

 چکیده 

و خواا   ژهیساختار و لیهستند که به دل یعدد زیو آنال یکاربرد اتیاضیر یابزارها نیتراز مهم یکیمتعامد    یهایاچندجمله

. در کنندیم فایا  یعدد  یریگانتگرال  یهاو فرمال  لیفرانسیتاابع، حل معادلات د  بیدر تقر  یارزشمند خاد، نقش اساس  ینظر

 ییکتوایقرار گرفته اسو.. ابتودا وجواد و  یمتعامد مارد بررس یهایاچندجمله ینظر  یهایژگیو  نیتراز مهم  یمقاله، برخ  نیا

. سوس  شادیها مطالعه مآن  یاجملهسه  یتابع وزن مثب. و رابطه بازگشت  کیمتعامد نسب. به    یهایاچندجمله  یهاخانااده

 یهایاچندجملوه ی. در اداموه، صوفرهاگورددیم هحاصول از آن ارا و جیو نتوا داربا–ستافلیمرتبط با هسته کر یادیخاا  بن

هوا محاسوبه آن  یهواو روش  یمتواال  یصفرها  یو ساده بادن صفرها، جداساز  یقیها از جمله حقمهم آن  یهایژگیمتعامد و و

 یهواشوده و فرمال حیناع گاوس تشر یبنددرجه یهامتعامد و فرمال یهایاچندجمله انیارتباط م نی. همچنشادیم  یبررس

 یهایامشهار چندجمله  یهاخانااده  ان،ی. در پارندیگیمارد مطالعه قرار م  ینظر  دگاهدی  از  لاباتا–گاوس  و  رادو–گاوس، گاوس

کوه  دهودیپوژوهش نشوان م نیوا  جی. نتواشوادیم  انیوها بآن  یاز خاا  اساس  یشده و برخ  یمعرف  شفیلژاندر و چب  ،یژاکاب

 گواهیو از جا  کننودیفوراهم م  یعودد  یریگو انتگرال  بیتقر  یهاتاسعه روش  یمنسجم برا  یمتعامد چارچاب  یهایاچندجمله

 برخاردارند. اتیاضیر  یو کاربرد یدر مباحث نظر یاژهیو

 

 ،یگاوسو  یبنودمتعامد، درجه  یهایاچندجمله  یصفرها  ،یاجملهسه  یمتعامد، رابطه بازگشت  یهایا: چندجملهیدیکل  کلمات

 لاباتا–گاوس  رادو،–گاوس

 

   مقدمه -1

روش طیفی فاریه فقط برای مسا ل با شرایط مرزی تناوبی مناسب اس.. اگر روش فاریه برای یوک مسوهله ریرتنواوبی اعموال 

کاهش می دهد. درنتیجه نباید ازروش فاریه بورای   O(𝑁−1)شاد، پدیده گیب  نامیده می شاد و نرخ همگرایی جهانی را به
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مسا ل با شرایط مرزی ریرتناوبی استفاده کرد و باید ازچندجمله ای های متعامد استفاده کرد کوه تاابوع ویوژه برخوی مسوا ل 

 منفرد هستند.

چندجمله ای های متعامد شامل چند جمله ای های لژاندر، چبیشف، ژاکابی، هرمی. ولاگور موی باشود. چندجملوه ای هوای  

متعامد ناعی ازچندجمله ایها هستند کوه خواا  جوالبی دارنود و در ریاضویات بوه خاوا  آنوالیز، آنالیزعوددی و معوادلات 

  .]38-2[دیفرانسیل کاربردهای فراوانی دارند

 

 چندجمله ای های متعامد  -2

 چندجمله ای متعامد مهمترین نقش را درروش طیفی ایجاد می کند، بنابراین بررسی دقیق خاا  مرباط به آنها ضروری اس.

 .] 2[که درادامه به بررسی خاا  آنها وویژگی های مرباط به آنها می پردازیم

 

 وجود ویگانگی  -2-1

 به طاریکه : 𝜔 یک تابع وزن  و  ∞≥ 𝑎< 𝑏≥∞-که درآن   𝐼 =(𝑎 , 𝑏) باتاجه به یک بازه باز  .1تعریف

1 )𝜔(𝑥) > 0 , ∀𝑥 ∈ 𝐼 

2 )𝜔 ∈ 𝐿1(𝐼) 

𝐿𝜔در  gو𝑓 متعامد نسب. به دوتابع  
2 (𝑎 , 𝑏) اگر: گفته می شاد 

(𝑓, g)𝜔 = ∫ 𝑓(𝑥)g(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 .                    
𝑏

𝑎

(1) 

 به صارت زیرنشان داده می شاد : 𝑛یک چندجمله ای ازدرجه 

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑘𝑛𝑥𝑛 + 𝑘𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑘1𝑥 + 𝑘0   ,     𝑘𝑛 ≠ 0         

𝑛=0{𝑝𝑛}هستند. دنباله ای ازچندجمله ای هوای  𝑝𝑛ضریب اصلی   𝑘𝑛ثاب. های حقیقی هستند و{𝑘𝑖}که درآن 
کوه درآن  ∞

𝐿𝜔اس.، متعامد در 𝑛 برابر با 𝑝𝑛درجه 
2 (𝑎 , 𝑏)  2[گفته می شاد اگر [  : 

(𝑝𝑛, 𝑝𝑚)𝜔 = ∫ 𝑝𝑛(𝑥)𝑝𝑚(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛾𝑛𝛿𝑚𝑛                                               
𝑏

𝑎
   

𝛾𝑛که درآن  = ‖𝑝𝑛‖𝜔
 :  ]8[تابع دلتاکرونکر اس. و به صارت زیر تعریف می گردد 𝛿𝑚𝑛ریرصفر و 2

𝛿𝑚𝑛 = {
0        𝑛 ≠ 𝑚
1        𝑛 = 𝑚

 

 اس..  𝜔نشان دهنده دنباله ای ازچندجمله های متعامد باتاجه به تابع وزنی  {𝑝𝑛}درسراسر این بخش 

 نشان می دهیم. یعنی :  𝑝𝑛را با 𝑛 مجماعه همه چندجمله ای های جبری با درجه کاچکتریا مساوی اس.. و 𝑛ازدرجه   𝑝𝑛و

𝑝𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{1, 𝑥, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} 
 استدلال داریم :  که با
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𝑝𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛} 
 ولم زیرراداریم.

𝑞برای هرچندجمله    .1  لم ∈ 𝑃𝑛  ،𝑝𝑛+1  ..متعامد اس 

𝑞 برای هر برهان. ∈ 𝑃𝑛 : می تاانیم بنایسیم ، 

𝑞 = 𝑏𝑛𝑝𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑝𝑛−1 + ⋯+ 𝑏0𝑝0 
 ازاین رو

(𝑝𝑛+1 , 𝑞)𝜔 = 𝑏𝑛(𝑝𝑛+1 , 𝑝𝑛)𝜔 + 𝑏𝑛−1(𝑝𝑛+1 , 𝑝𝑛−1)𝜔 + ⋯+ 𝑏0(𝑝𝑛+1 , 𝑝0)𝜔 = 0 

 □                                                      .      که درآن ازخاصی. متعامد بادن استفاده شده اس.

 به صارت زیر تعریف می شاد :   𝑝𝑛متناظر با 𝑝̅𝑛 چندجمله ای تک نرمال  . 2تعریف

𝑝̅𝑛(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥)/𝑘𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1
(𝑛)

𝑥𝑛−1 + … + 𝑎0
(𝑛)

           (2) 

, 𝑎)کوه دربوازه   ω(𝑥)دراینجا نشان داده می شاد که برای هرتابع وزن مثب.   𝑏)   تعریوف شوده اسو.، یوک خوانااده یکتوا

 ازچندجمله ای های متعامد تک نرمال وجاد دارد که با یک رابطه بازگشتی سه جمله ای ساخته می شاند.

𝜔برای هرتابع وزن مثب.   .1قضیه   ∈ 𝐿1(𝐼) یکوه ، دنباله یکتای چندجمله ای متعامد {𝑝̅𝑛 کوه درآن}𝑑𝑒g(𝑝̅𝑛) = 𝑛  

 وجاد دارد که به صارت زیر ساخته می شاد :

𝑝̅0 = 1 , 𝑝̅1 = 𝑥 − 𝛼0 ,                                           

 𝑝̅𝑛+1 = (𝑥 − 𝛼𝑛)𝑝̅𝑛 − 𝛽𝑛𝑝̅𝑛−1 ,        𝑛 ≥ 1                         

 به طاری که :

𝛼𝑛 =
(𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑛)𝜔

‖𝑝̅𝑛‖𝜔
2

 ,       𝑛 ≥ 0                                              

𝛽𝑛 =
‖𝑝̅𝑛‖𝜔

2

‖𝑝̅𝑛−1‖𝜔
2

  ,     𝑛 ≥ 1                                                  

 . واضح اس. که دوچندجمله ای اول برابرند با : برهان

𝑝̅0(𝑥) ≡ 1  ,       𝑝̅1(𝑥) = 𝑥 − 𝛼0 
, 𝑝̅0)، می بینیم که   𝛼0برای تعیین  𝑝̅1)𝜔 =  تنها زمانی برقرار اس. : 0

𝛼0 = ∫ 𝜔(𝑥)𝑥𝑑𝑥/∫ 𝜔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

=
(𝑥𝑝̅0 , 𝑝̅0)𝜔

‖𝑝̅0‖𝜔
2

 

که درآن مخرج کسر، به دلیل خاصی. تابع وزن همااره مثب. اس.. ما با استفاده از یک استدلال استقرا به برهوان اداموه موی 
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𝑘=0{𝑝̅𝑘}دهیم. با فرض اینکه با استفاده از ساختاری مشابه، دنباله ای ازچندجمله ای متعامد
𝑛   را به دس. آوردیم. بعد، موا بوه

 به فرم زیر هستیم :  𝑝̅𝑛+1دنبال

𝑝̅𝑛+1 = 𝑥𝑝̅𝑛 − 𝛼𝑛𝑝̅𝑛 − 𝛽𝑛𝑝̅𝑛−1 − ∑ 𝛾𝑘
(𝑛)

𝑝̅𝑘                      

𝑛−2

𝑘=0

 

 : اکنان

(𝑝̅𝑛+1 , 𝑝̅𝑘)𝜔 = 0 ,      0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛                                                                        

𝑘=0{𝑝̅𝑘}و با استفاده از خاصی. متعامد بادن بادن دنباله    دردوطرف معادله  𝑝̅𝑘با گرفتن حاصل ضرب داخلی  
𝑛   نتیجوه موی ،

 گیریم که این شرط زمانی برقرار اس. که :

(𝑝̅𝑛+1 , 𝑝̅𝑛)𝜔 = (𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑛)𝜔 − 𝛼𝑛(𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑛)𝜔 = 0          
(𝑝̅𝑛+1 , 𝑝̅𝑛−1)𝜔 = (𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑛−1)𝜔 − 𝛽𝑛(𝑝̅𝑛−1 , 𝑝̅𝑛−1)𝜔 = 0 

(𝑝̅𝑛+1 , 𝑝̅𝑗)𝜔
= (𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑗)𝜔 − ∑ 𝛾𝑘

(𝑛)
(𝑝̅𝑘 , 𝑝̅𝑗)𝜔

𝑛−2

𝑘=0

        

=(𝑥𝑝̅𝑛, 𝑝̅𝑗)𝜔 − 𝛾𝑗
(𝑛)

‖𝑝̅𝑗‖𝜔

2
= 0  , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2                                                     

  براساس برابری دوم می تاان ناش. :

𝛽𝑛 =
(𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑛−1)𝜔

‖𝑝̅𝑛−1‖𝜔
2

=
(𝑝̅𝑛 , 𝑥𝑝̅𝑛−1)𝜔

‖𝑝̅𝑛−1‖𝜔
2

=
‖𝑝̅𝑛‖𝜔

2

‖𝑝̅𝑛−1‖𝜔
2

 

 دراینجا ازاین واقعی. استفاده شده اس. که :

𝑥𝑝̅𝑛−1 = 𝑝̅𝑛 + ∑ 𝛿𝑘
(𝑛)

𝑝̅𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

𝑘=0{𝑝̅𝑘}وبا استفاده از خاصی. متعامدبادن دنباله  
𝑛 نتیجه آخور را اسوتخراج کوردیم. حوال بایود نشوان دهویم کوه ضورایب ،

{𝛾𝑘
(𝑛)

}
𝑘=0

𝑛−2

 ( نتیجه می گیریم که :1همگی برابر با صفرهستند. برای این کار ازلم) 

(𝑥𝑝̅𝑛 , 𝑝̅𝑗)𝜔 = (𝑝̅𝑛 , 𝑥𝑝̅𝑗)𝜔 = 0   ,        0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 2 

 این امر نشان می دهدکه :

𝛾𝑘
(𝑛)

≡ 0  ,      0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2 

𝑛=0{𝑞̅𝑛}. برای این منظار، فرض می کنیم که یکتایی را نشان می دهیمدر نتیجه، استقرا کامل می شاد. حال  
دنبالوه دیگور  ∞

 ازچندجمله ای های متعامد تک نرمال باشد.  

 داریم:اکنان  

𝑑𝑒g(𝑝̅𝑛+1 − 𝑞̅𝑛+1) ≤ 𝑛 
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 داریم:  (1با استفاده از لم)

(𝑝̅𝑛+1, 𝑝̅𝑛+1 − 𝑞̅𝑛+1)𝜔 = 0  ,          (𝑞̅𝑛+1, 𝑝̅𝑛+1 − 𝑞̅𝑛+1)𝜔 = 0 

 که به این نتیجه می رسد:

(𝑝̅𝑛+1 − 𝑞̅𝑛+1, 𝑝̅𝑛+1 − 𝑞̅𝑛+1)𝜔 = 0     ⇒     𝑝̅𝑛+1(𝑥) − 𝑞̅𝑛+1(𝑥) ≡ 0 

  □                                                                                     در نتیجه، یکتایی ثاب. می شاد.

 𝛽𝑛و  𝛼𝑛. مقوادیر ] 4[قضیه فاق یک رابطه بازگشتی سه جمله ای کلی برای ساخ. چندجمله ای های متعامد ارا ه می دهد

 را می تاان برای خانااده های متداول به طار صریح محاسبه کرد.

رابطه در آن اسو. کوه   نیا  .یمتعامد اس.. اهم  یهایاچندجمله  هینظر  جینتا  نیتریادیاز بن  یکی  یاجملهسه  یرابطه بازگشت

در  ینقوش مهمو یژگویو نیکرد. ا دیتال یتنها با استفاده از دو عضا قبل تاانیمتعامد را م یهایاهر عضا از خانااده چندجمله

 دارد. هایاچندجمله نیا  یو محاسبات عدد ینظر لیتحل

𝑘𝑛یک دنباله ازچندجمله ای های متعامد با ضریب پیشرو   {𝑝𝑛}فرض کنید  .1نتیجه  ≠  آنگاه داریم:  باشد. 0

𝑝𝑛+1 = (𝑎𝑛𝑥 − 𝑏𝑛)𝑝𝑛 − 𝑐𝑛𝑝𝑛−1   ,            𝑛 ≥ 0              

𝑝0 اولیهبا شرط  = 𝑘0 و  𝑝−1: = 0 . 

 ضرایب دراین رابطه به صارت زیر تعریف می شاند :

    𝑎𝑛 =
𝑘𝑛+1

𝑘𝑛
                                                                                    

𝑏𝑛 =
𝑘𝑛+1

𝑘𝑛

(𝑥𝑝𝑛 , 𝑝𝑛)𝜔

‖𝑝𝑛‖𝜔
2

                                                           

𝑐𝑛 =
𝑘𝑛−1𝑘𝑛+1

𝑘𝑛
2

‖𝑝𝑛‖𝜔
2

‖𝑝𝑛−1‖𝜔
2                                                                                                  

هستند، به صارت یکتا با استفاده از روابط بازگشتی تعیین موی   {𝑘𝑛}که ضرایب پیشرو آنها    {𝑝𝑛}چندجمله ای های متعامد  

 شاند.  

𝑘𝑛}فرض کنید. 2نتیجه  ≠ یک دنباله از چندجمله ای هوا  ابطه بازگشتی سه جمله ایودنباله ای ازاعداد حقیقی باشد. ر {0

 تالید می کند که خااصیات زیر را دارند :

𝑑𝑒g(𝑝𝑛)اس. و 𝑘𝑛برابر با    𝑝𝑛( ضریب پیشرو 1 = 𝑛 . 

 متعامد هستند. 𝜔(𝑥)نسب. به تابع وزن  {𝑝𝑛}( چند جمله ای های 2

𝐿𝜔( نرم  3
 به صارت زیر داده می شاد: 𝑝𝑛از  2
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𝛾𝑛 = ‖𝑝𝑛‖𝜔
2 = (𝑎0/𝑎𝑛)𝑐1𝑐2 …𝑐𝑛𝛾0  ,       𝑛 ≥ 0              

 که درآن:

𝛾0 = 𝑘0
2 ∫ 𝜔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝑑𝑒g(𝑝𝑛)یک دنباله ازچندجمله ای های متعامد با {𝑝𝑛}فرض کنید   .3 نتیجه = 𝑛    :باشد.در نتیجه داریم 

𝑝𝑛+1(𝑥)𝑝𝑛(𝑦) − 𝑝𝑛(𝑥)𝑝𝑛+1(𝑦)

𝑥 − 𝑦
=

𝑘𝑛+1

𝑘𝑛
∑

‖𝑝𝑛‖𝜔
2

‖𝑝𝑗‖𝜔

2 𝑝𝑗(𝑥)𝑝𝑗(𝑦)               

𝑛

𝑗=0

 

 وهمچنین :

𝑝𝑛+1
′ (𝑥)𝑝𝑛(𝑥) − 𝑝𝑛

′ (𝑥)𝑝𝑛+1(𝑥) =
𝑘𝑛+1

𝑘𝑛
∑

‖𝑝𝑛‖𝜔
2

‖𝑝𝑗‖𝜔

2 𝑝𝑗
2(𝑥)                

𝑛

𝑗=0

 

 

, 𝐾𝑛(𝑥هسته   .3تعریف  𝑦) 2[را به صارت زیر تعریف می کنیم [  : 

𝐾𝑛(𝑥 , 𝑦) = ∑
𝑝𝑗(𝑥)𝑝𝑗(𝑦)

‖𝑝𝑗‖𝜔

2                            

𝑛

𝑗=0

(3) 

 داربا را می تاان به صارت زیر بازنایسی کرد : –فرمال کریستافا 

𝐾𝑛(𝑥 , 𝑦) =
𝑘𝑛

𝑘𝑛+1‖𝑝𝑛‖𝜔
2

𝑝𝑛+1(𝑥)𝑝𝑛(𝑦)−𝑝𝑛(𝑥)𝑝𝑛+1(𝑦)

𝑥−𝑦
                                      (4)       

از مسوا ل   یاریمتعامد اس. و در بسو  یهایسر  ییهمگرا  لیتاابع و تحل  بیمهم در مطالعه تقر  یابزار  داربا–ستافلیهسته کر

 .ردیگیمارد استفاده قرار م  هادکنندهیبازتال هیو نظر یفیط بیتقر

 درلم زیر بیان شده اس. :  {𝐾𝑛}یک خاصی. قابل تاجه از 

 معادله انتگرالی زیر برقرار اس. :   .2لم  

𝑞(𝑥) = ∫ 𝑞(𝑡)
𝑏

𝑎

𝐾𝑛(𝑥 , 𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡  ,        ∀𝑞 ∈ 𝑃𝑛         

,𝐾𝑛(𝑥}علاوه براین، دنباله چندجمله ای های  𝑎)} وهمچنین{𝐾𝑛(𝑥, 𝑏)} نسوب. بوه توابع وزن بوه ترتیوب𝜔(𝑥 − 𝑎)  و
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𝜔(𝑏 − 𝑥) .متعامد هستند 

𝑞برای هر   برهان. ∈ 𝑃𝑛: .می تاان ناش ، 

𝑞(𝑥) = ∑𝑞̂𝑗𝑝𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=0

 

 که درآن :

                            𝑞𝑗 =
1

‖𝑝𝑗‖𝜔

2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑝𝑗(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 بنابراین با استفاده از تعریف رابطه  نتیجه می گیریم که : 

𝑞(𝑥) = ∑
1

‖𝑝𝑗‖𝜔

2 ∫ 𝑞(𝑡)𝑝𝑗(𝑥)𝑝𝑗(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎

𝑛

𝑗=0

∫ 𝑞(𝑡)
𝑏

𝑎

𝐾𝑛(𝑥 , 𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡 

𝑥حال ، با انتخاب   = 𝑎  وبرای هر𝑟 ∈ 𝑃𝑛−1  در𝑞(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝑟(𝑡)  : نتیجه می گیریم 

0 = 𝑞(𝑎) = ∫ 𝐾𝑛(𝑡 , 𝑎)𝑟(𝑡)(𝑡 − 𝑎)
𝑏

𝑎

𝜔(𝑡)𝑑𝑡  ,      ∀𝑟 ∈ 𝑃𝑛−1 

,𝐾𝑛(𝑥}این رابطه نشان می دهد 𝑎)}   نسب. به𝜔(𝑥 − 𝑎)  متعامداس..به طار مشابه اگر𝑏 = 𝑥 قرار دهیم و 

𝑟برای هر ∈ 𝑃𝑛−1 در 𝑞(𝑡) = (𝑏 − 𝑡)𝑟(𝑡)  ، می تاان نشان دادکه{𝐾𝑛(𝑥, 𝑏)}  نسب. به𝜔(𝑏 − 𝑥)     متعامد

 □                                                                      اس..                                          

  

 صفرهای چندجمله ای های متعامد  -3

صفرهای چندجمله ای های متعامد درروش های طیفی نقشی اساسی دارند. ما دراینجا به بررسی صفر های چندجمله ای های 

 .]34[متعامد و برخی ازخاا  آن می پردازیم

, 𝑎) در بوازه 𝜔(𝑥)نسب. به توابع وزن  𝑛یک دنباله از چندجمله ای های متعامد با درجه   {𝑝𝑛}فرض کنید که  𝑏)  .باشود

 اولین نتیجه مهم درباره صفرهای چندجمله ای ها به صارت زیر بیان می شاد :

, 𝑎)همگی حقیقی ، ساده و دربازه  𝑝𝑛+1صفرهای  .  2قضیه 𝑏)  .قرار دارند 

 .                                  ]2[  مراجعه به منبعبرهان. 

 را بیان می کند. اکنان به قضیه زیر می پردازیم که جداسازی صفرها

𝑎فرض کنید   . 3قضیه = 𝑥0   و𝑏 = 𝑥𝑛+1  باشند و صفرهای𝑝𝑛 : را با ترتیب زیرمشخص می کنیم 

𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 

𝑥𝑗)آنگاه درهرزیربازه    , 𝑥𝑗+1)  دقیقا یک صفر از𝑝𝑛+1  وجاد دارد، برای𝑗 = 0 , 1 , … , 𝑛. 

 یک نتیجه مستقیم به صارت زیر اس. :

𝑝𝑛باشد. آنگاه صفرهای 𝑛 برابر 𝑝𝑛دنباله ای ازچندجمله ای های متعامد باشد که درجه   {𝑝𝑛}فرض کنید.  4 نتیجه
حقیقی  ′

𝑝𝑛وساده هستند و دقیقا یک صفر از
 .] 8 [وجاد دارد 𝑝𝑛بین دوصفرمتاالی از ′
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 محاسبه صفرهای چندجمله ای های متعامد  -3-1

 .] 8-2[در ادامه دو الگاریتم کارآمد برای محاسبه صفرهای چندجمله ای های متعامد ارا ه می دهیم

𝑗=0{𝑥𝑗} صفرهای   .4قضیه
𝑛چندجمله ای متعامد𝑝𝑛+1(𝑥)  : همان مقادیرویژه ماتری  متقارن سه قطری زیرهستند 

                                              𝐴𝑛+1 =

[
 
 
 
 
𝛼0 𝛽1

𝛽1 𝛼1 𝛽2

⋱ ⋱ ⋱
𝛽𝑛−1 𝛼𝑛−1 𝛽𝑛

𝛽𝑛 𝛼𝑛]
 
 
 
 

 

 

 که درآن :

𝛼𝑗 =
𝑏𝑗

𝑎𝑗
  ,    𝑗 ≥ 0 ;   𝛽𝑗 =

1

𝑎𝑗 − 1
√

𝑎𝑗−1𝑐𝑗

𝑎𝑗
  ,     𝑗 ≥ 1   

𝑎𝑗}دراینجا ضرایب  , 𝑏𝑗  , 𝑐𝑗}  : ازرابطه بازگشتی سه جمله ای  به دس. می آیند، یعنی 

𝑝𝑗+1(𝑥) = (𝑎𝑗𝑥 − 𝑏𝑗)𝑝𝑗(𝑥) − 𝑐𝑗𝑝𝑗−1(𝑥) ,      𝑗 ≥ 0             

𝑝−1باشرط  ≔ 0. 

 راباتعریف زیر نرمال سازی می کنیم :  {𝑝𝑗}ابتدا چندجمله ای های متعامد  برهان.

𝑝𝑗(𝑥) =
1

√𝛾𝑗
𝑝𝑗(𝑥)   با𝛾𝑗 = ‖𝑝𝑗‖𝜔

2
 

𝑝𝑗‖𝜔‖که درنتیجه داریم :
=  . بنابراین رابطه زیرراداریم :  1

𝑥𝑝𝑗 =
𝑐𝑗

𝑎𝑗
√

𝛾𝑗−1

𝛾𝑗
𝑝𝑗−1 +

𝑏𝑗

𝑎𝑗
𝑝𝑗 +

1

𝑎𝑗
√

𝛾𝑗+1

𝛾𝑗
𝑝𝑗+1 

= 
1

𝑎𝑗−1
√

𝛾𝑗

𝛾𝑗−1
𝑝𝑗−1 +

𝑏𝑗

𝑎𝑗
𝑝𝑗 +

1

𝑎𝑗
√

𝛾𝑗+1

𝛾𝑗
𝑝𝑗+1 

=𝛽𝑗𝑝𝑗−1(𝑥) + 𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑥) + 𝛽𝑗+1𝑝𝑗+1(𝑥)                                 

 دراینجا ازنمادهای زیر استفاده کرده ایم :

𝛼𝑗 ≔
𝑏𝑗

𝑎𝑗
   ,      𝛽𝑗 ≔

1

𝑎𝑗−1
√

𝛾𝑗

𝛾𝑗−1
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 :  و

𝛾𝑗

𝛾𝑗−1
=

𝑎𝑗−1𝑐𝑗

𝑎𝑗
> 0   →  𝛽𝑗 =

1

𝑎𝑗−1
√

𝑎𝑗−1𝑐𝑗

𝑎𝑗
 

 سس  به صارت زیر بازنایسی می کنیم :

𝑥𝑝𝑗 = 𝛽𝑗𝑝𝑗−1(𝑥) + 𝛼𝑗𝑝𝑗(𝑥) + 𝛽𝑗+1𝑝𝑗+1(𝑥)                     (5) 

𝑗 اکنان مقادیر = 0 , 1 , … , 𝑛  : رادرنظر می گیریم تا یک دستگاه معادلات به فرم ماتریسی ایجاد کنیم 

𝑥𝑃̃(𝑥) = 𝐴𝑛+1𝑃̃(𝑥) + 𝛽𝑛+1𝑝𝑛+1(𝑥)𝐸𝑛+1     

 داده شده اس. و 𝐴𝑛+1که درآن،

𝑃̃(𝑥) = (𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥),… , 𝑝𝑛(𝑥))
𝑇
  ,   𝐸𝑛+1 = (0 , 0 , … , 0 , 1)𝑇 

𝑝𝑛+1(𝑥𝑗)ازآنجاکه  = 0  , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 دستگاه  در ،𝑥 = 𝑥𝑗 : به شکل زیر ساده می شاد 

𝑥𝑗𝑃̃(𝑥𝑗) = 𝐴𝑛+1𝑃̃(𝑥𝑗)  , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 

𝑗=0{𝑥𝑗}بنابراین 
𝑛    مقادیر ویژه ماتری  سه قطری متقارن𝐴𝑛+1                                      ..اس       □ 

 .]4[در ادامه روش جایگزین برای یافتن صفرهای چندجمله ای های متعامد را ارا ه می دهیم

𝑥𝑗تر، فرض کنیود روش تکراری اس.. به طاردقیقاز روش جایگزین برای یافتن صفرهای چندجمله ای متعامد، استفاده 
یوک  0

 باشد. سس  می تاان یک روش تکراری عمامی به صارت زیرساخ. : 𝑝𝑛+1(𝑥)از 𝑥𝑗تقریب اولیه برای صفر

{
𝑥𝑗

𝑘+1 = 𝑥𝑗
𝑘 + 𝐷(𝑥𝑗

𝑘) , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ,   𝑘 ≥ 0

{𝑥𝑗
                                                 با  تاجه  به {0

 

 

 : 𝐷(𝑥)انااع روش های تکراری براساس تابع انحراف 

 ناع روش تکراری راتعیین می کند. برای مثال : 𝐷(𝑥)تابع انحراف 

 ( روش نیاتن که یک روش مرتبه دوم اس.، بارابطه :1

𝐷(𝑥) = −
𝑝𝑛+1(𝑥)

𝑝𝑛+1
′ (𝑥)

               

 که یک روش مرتبه سام اس.، بارابطه : ( روش لاگر2

𝐷(𝑥) = −
𝑝𝑛+1(𝑥)

𝑝𝑛+1
′ (𝑥)

−
𝑝𝑛+1(𝑥)𝑝𝑛+1

′′ (𝑥)

2(𝑝𝑛+1
′ (𝑥))

2      

 روش های مرتبه بالاتر: 
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 ساخته شاند. 𝑝𝑛+1روش های با مرتبه بالاتر می تاانند با استفاده ازمشتقات  

مافقی. یک روش تکراری ارلب به کیفی. تخمین اولیه بستگی دارد. اگر تخمین اولیه به اندازه کافی نزدیک نباشد، ممکن  

 شاد یا حتی واگرا گردد.  اس. الگاریتم به مقادیرنادرس. همگرا

 همان طارکه دیدیم دو روش برای یافتن صفرهای چندجمله ای متعامد نشان دادیم : 

 * روش مقدار ویژه: که با استفاده از مقادیرویژه ماتری  سه قطری متقارن صفرها راپیدا می کند. 

 * روش های تکراری: مانند نیاتن ولاگرکه براساس تقریب اولیه صفرهای چندجمله ای راتخمین می زنند.

 

 دسته بندی روش های درجه بندی نوع گاوس  -4

 اهمیت درجه بندی گاوسی:

 یبنوددرجه یهواگره و وزن اسو.. فرمال یمقدار انتگرال با استفاده از تعداد محدود  بیتقر  یعدد  یبنددر درجه  یهدف اصل

 قیودق یرگیوانتگرال بوه قادر گرهn با  رایبرخاردارند، ز ییبالا اریاز دق. بس یعدد یریگانتگرال یهاروش انیناع گاوس در م

 .هستند 2n-1تا درجه  ییهایاچندجمله

 اکنان به بررسی روابط بین چندجمله ای های متعامد و فرمال های انتگرال گیری ناع گاوس می پردازیم.

مکانیزم یک روش درجه بندی ناع گاوس این اس. که بهترین تقریب عددی ازیوک انتگورال را بوا انتخواب نقواط بهینوه بورای 

 ارزیابی انتگرال تعیین کند. این روش متعلق به خانااده فرمال های درجه بندی عددی اس. :

∫ 𝑓(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = ∑𝑓(𝑥𝑗)𝜔𝑗 + 𝐸𝑁[𝐹]                     

𝑁

𝑗=0

𝑏

𝑎

(6) 

 که درآن :

1 ){𝑥𝑗  , 𝜔𝑗}𝑗=0

𝑁
 گره های درجه بندی و وزن ها هستند.   

2)𝐸𝑁[𝐹] ..خطای درجه بندی اس 

 خطا درجه بندی به صارت زیر محاسبه می شاد.

𝑗=0{𝑥𝑗}فرض می کنیم که نقاط  

𝑁
𝑓(𝑥)متمایزباشند. اگر   ∈ 𝐶𝑁+1[𝑎 , 𝑏]  : داریم 

𝐸𝑁[𝐹] =
1

(𝑁 + 1)!
∫ 𝑓(𝑁+1)(ξ(𝑥))

𝑏

𝑎

∏(𝑥 − 𝑥𝑖)𝑑𝑥            

𝑁

𝑖=0

 

ξ(𝑥)که درآن  ∈ [𝑎 , 𝑏] . 

𝑗=0{𝑥𝑗}چندجمله ای های پایه لاگرانژمتناظر با    .4تعریف

𝑁
 :  ]33  [ به صارت زیر تعریف می شاند   
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ℎ𝑗(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑖

𝑥𝑗 − 𝑥𝑖
  ,       0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁                   

𝑁

𝑖=0;𝑖≠𝑗

 

𝑓(𝑥)باجایگذاری   = ℎ𝑗 ،  : وزن های درجه بندی به دس. می آیند 

𝜔𝑗 = ∫ ℎ𝑗(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥  ,       0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁                  
𝑏

𝑎

(7) 

𝑚از درجه   𝑞صفر اس.، اما یک چندجمله ای  𝑚از درجه حداکثر   𝑝، برای هر چندجمله ای 𝐸𝑁مقدار خطای  + وجاد  1

 آن صفر نیس.. 𝐸𝑁[𝑞]دارد که مقدار خطای  

𝑁برای هر  + 𝑗=0{𝑥𝑗}نقطه متمایز 1

𝑁
 ،   (𝑎 , 𝑏)  مقدار درجه دق. فرمال انتگورال گیوری در بوازه بوین𝑁  2و𝑁 + 1  

 اس..

𝑘=0{𝑥𝑘}علاوه براین اگر نقاط
𝑁   به عناان صفرهای چندجمله ای متعامد𝑝𝑁+1  نسب. به وزن𝜔  انتخاب شواند، ایون روش بوه

2𝑁حداکثر درجه دق.  +  .] 35-2[نامیده می شاد  می رسد. این روش درجه بندی گاوسی  1

 

𝑗=0{𝑥𝑗}فرض کنید  .5  قضیه

𝑁
باشد. آنگواه یوک مجماعوه یکتوا از وزن هوای   𝑝𝑁+1مجماعه صفرهای چندجمله ای متعامد    

𝑗=0{𝜔𝑗}درجه بندی 

𝑁
 وجاد دارد به طاری که : 

∫ 𝑝(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = ∑𝑝(𝑥𝑗)𝜔𝑗  ,     ∀𝑝 ∈ 𝑃2𝑁+1               

𝑁

𝑗=0

𝑏

𝑎

 

 وزن های درجه بندی مثب. هستند و به صارت زیرداده می شاند :

𝜔𝑗 =
𝑘𝑛+1

𝑘𝑛

‖𝑝𝑁‖𝜔
2

𝑝𝑁(𝑥𝑗)𝑝𝑁+1
′ (𝑥𝑗)

  ,    0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁                        

 اس..  𝑝𝑗ضریب پیشرو  𝑘𝑗که درآن 

 قضیه بنیادی بالا نشان می دهدکه :

* بهینه ترین نقاط انتخاب شده در روش گاوس، دقیقا صوفرهای چندجملوه ای متعامود متنواظر بوا بوازه و توابع وزن یکسوان 

 هستند.

2𝑁* در روش درجه بندی گاوس بهترین تقریب ممکن فراهم می شاد، به دلیل اینکه همه چندجمله ای های تا درجه  + 1 
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 را دقیقا درجه بندی می کند.

 * به جز ماارد خا  )مانند چندجمله ای های چبیشف(، هیچ فرم صریحی برای گره ها و وزن های درجه بندی وجاد ندارد.

, 𝑎)نکته: در درجه بندی گاوسی استاندارد، تمام نقاط گرهی درون بازه  𝑏)  قرار دارند و این باعث می شواد شورایط مورزی را

 نتاان مستقیما اعمال کرد.  

لاباتا استفاده می شاد. این روشوها شوامل یکوی یوا  –و درجه بندی گاوس   رادو  –برای رفع مشکل بالا، از درجه بندی گاوس  

 هردو نقطه انتهایی بازه به عناان نقاط گرهی هستند.

 

 رادو   –درجه بندی گاوس   -4-1

𝑥فرض کنید می خااهیم نقطه ابتدایی   = 𝑎    را در فرمال درجه بندی درج کنیم. چندجملوه ای𝑞𝑁(𝑥)   را بوه صوارت زیور

 تعریف می کنیم :

𝑞𝑁(𝑥) =
𝑝𝑁+1(𝑥)+𝛼𝑁𝑝𝑁(𝑥)

𝑥−𝑎
                                         (8)                                  

 با مقدار :

𝛼𝑁 = −
𝑝𝑁+1(𝑎)

𝑝𝑁(𝑎)
 

 : 𝑞𝑁(𝑥)خاا  چندجمله ای 

𝑞𝑁( واضح اس. که 1 ∈ 𝑃𝑁  ..اس 

𝑟𝑁−1( برای هر  2 ∈ 𝑃𝑁−1 ( نتیجه می شاد :1-1با استفاده از لم ) 

∫ 𝑞𝑁(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑟𝑁−1(𝑥)𝜔(𝑥)(𝑥 − 𝑎)𝑑𝑥 = ∫ (𝑝𝑁+1(𝑥) +
𝑏

𝑎

𝛼𝑁𝑝𝑁(𝑥))𝑟𝑁−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 0 

𝜔̃(𝑥)دنباله ای ازچندجمله ای های متعامد نسب. به تابع وزن تغییر یافته   𝑞𝑁این نشان می دهد که چندجمله ای های   ≔

𝜔(𝑥)(𝑥 − 𝑎)   هستند وضریب پیشرو𝑞𝑁  برابر𝑘𝑁+1  .6[اس[. 

𝑥0فرض کنید  رادو(.  –)درجه بندی گاوس    6قضیه   = 𝑎 و{𝑥𝑗}𝑗=1

𝑁
درنتیجوه یوک مجماعوه  باشند  𝑞𝑁(𝑥)صفرهای  

𝑗=0{𝜔𝑗}یکتا از وزن های درجه بندی 

𝑁
 وجاد دارد  

 این وزن ها رابطه زیر را برقرار می کنند :

∫ 𝑝(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = ∑𝑝(𝑥𝑗)𝜔𝑗 ,      ∀𝑝 ∈ 𝑃2𝑁                         

𝑁

𝑗=0

𝑏

𝑎

(9) 

 وزن های درجه بندی همگی مثب. هستند و به صارت زیر بیان می شاند :
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𝜔0 =
1

𝑞𝑁(𝑎)
∫ 𝑞𝑁(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥                                                

𝑏

𝑎

 

𝜔𝑗 =
1

𝑥𝑗 − 𝑎

𝑘𝑁+1

𝑘𝑁

‖𝑞𝑁−1‖𝜔
2

𝑞𝑁−1(𝑥𝑗)𝑞𝑁
′ (𝑥𝑗)

  ,       1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁                   

به طار مشابه می تاان یوک  رادو به ما این امکان را می دهدکه یکی از نقاط گرهی را در مرز بازه انتخاب کنیم.  –روش گاوس  

𝑏رادو ساخ.، درصارتی که بخااهیم نقطه انتهایی سم. راس.  –روش دیگر برای درجه بندی گاوس  = 𝑥  را به جای نقطوه

𝑎انتهایی سم. چپ  = 𝑥 .درنظر بگیریم 

 

 لوباتو  –درجه بندی گاوس    -4-2

,𝑎لاباتا می پردازیم که درآن هردونقطه انتهایی   –اکنان به درجه بندی گاوس   𝑏 = 𝑥  بوه عنواان نقواط گرهوی لحوا  موی

 .]40-2[شاند

𝑥رابرای   𝛽𝑁و 𝛼𝑁دراین حال. ضرایب  = 𝑎, 𝑏 : را به گانه ای انتخاب می کنیم که معادله زیر برقرار باشد 

𝑝𝑁+1(𝑥) + 𝛼𝑁𝑝𝑁(𝑥) + 𝛽𝑁𝑝𝑁−1(𝑥) = 0                    

 را به صارت زیر تعریف می کنیم : 𝑧𝑁−1(𝑥)سس  چندجمله ای 

𝑧𝑁−1(𝑥) =
𝑝𝑁+1(𝑥) + 𝛼𝑁𝑝𝑁(𝑥) + 𝛽𝑁𝑝𝑁−1(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)
                      

 :𝑧𝑁−1(𝑥) خاا  چندجمله ای 

1) 𝑧𝑁−1یک چندجمله ای در𝑃𝑁−1 ..اس 

𝑟𝑁−2(برای هر 2 ∈ 𝑃𝑁−2     نتیجه می شاد : 1با استفاده از لم 

∫ 𝑧𝑁−1

𝑏

𝑎

𝑟𝑁−2(𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)𝜔𝑑𝑥 = ∫ (
𝑏

𝑎

𝑝𝑁+1 + 𝛼𝑁𝑝𝑁 + 𝛽𝑁𝑝𝑁−1)𝑟𝑁−2𝜔𝑑𝑥 = 0              (10) 

𝑧𝑁−1}این رابطه نشان می دهد که دنباله چندجمله ای های   ∶ 𝑁 ≥  نسب. به تابع وزن اصلاح شده :  {1

𝜔̂(𝑥) ≔ (𝑥 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥)𝜔(𝑥) 
 متعامد هستند.

 .  ]2[لاباتا را بیان می کند –اکنان به قضیه زیر می پردازیم که درجه بندی گاوس  

𝑥0فرض کنید .7قضیه = 𝑎 , 𝑥𝑁 = 𝑏   و{𝑥𝑗}𝑗=1

𝑁−1
مجماعوه یکتوا از وزن هوای درجوه ،  𝑧𝑁−1صفرهای چندجملوه ای  
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𝑗=0{𝜔𝑗}بندی  

𝑁
 وجاد دارد که این وزن ها رابطه زیر را برقرار می کنند : 

∫ 𝑝(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = ∑𝑝(𝑥𝑗)𝜔𝑗  ,        

𝑁

𝑗=0

𝑏

𝑎

 ∀𝑝 ∈ 𝑃2𝑁−1             

 وزن های درجه بندی به صارت زیر بیان می شاند :

𝜔0 =
1

(𝑏 − 𝑎)𝑧𝑁−1(𝑎)
∫ (𝑏 − 𝑥)𝑧𝑁−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

                               

𝜔𝑗 =
1

(𝑥𝑗 − 𝑎)(𝑏 − 𝑥𝑗)

𝑘𝑁+1

𝑘𝑁

‖𝑧𝑁−2‖𝜔̂
2

𝑧𝑁−2(𝑥𝑗)𝑧𝑁−1
′ (𝑥𝑗)

  ,     1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 1          

𝜔𝑁 =
1

(𝑏 − 𝑎)𝑧𝑁−1(𝑏)
∫ (𝑥 − 𝑎)𝑧𝑁−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥                              

𝑏

𝑎

 

 تمام وزن های درجه بندی مثب. هستند.

 

 معرفی انواع چند جمله ای های متعامد  -5

دراین بخش، درابتدا به معرفی چندجمله ای های ژاکابی و ویژگی های آن پرداخته ودرادامه، تعریف چندجمله ای های لژاندر 

 و چبیشف که ازچندجمله ای های ژاکابی نتیجه می شاند را بیان خااهیم کرد.

 رجاع کرد. ]2[چندجمله ای های متعامد دیگری مانند لاگر و هرمی. وجاد دارند که برای مطالعه بیشتر می تاان به مرجع 

 

 چندجمله ای های ژاکوبی  -5-1

𝐽𝑛که با چندجمله ای های ژاکابی
𝛼,𝛽

(𝑥)  نمایش داده می شاند، نسب. به تابع وزن 

𝜔𝛼,𝛽(𝑥) = (1 − 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽                   
, 1−)بربازه    متعامد هستند. به عبارتی دیگر :  (1

∫ 𝐽𝑛
𝛼,𝛽

(𝑥)𝐽𝑚
𝛼,𝛽

(𝑥)
1

−1

𝜔𝛼,𝛽(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛾𝑛
𝛼,𝛽

𝛿𝑚𝑛            

𝛾𝑛که درآن 
𝛼,𝛽

= ‖𝐽𝑛
𝛼,𝛽

‖
𝜔𝛼,𝛽

2

. 

 فرم بسته چندجمله ای های ژاکابی به صارت زیر تعریف می شاد :
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𝐽𝑛
𝛼,𝛽(𝑥) = 2−𝑛 ∑(

𝑛 + 𝛼

𝑗
) (

𝑛 + 𝛽

𝑛 − 𝑗
) (𝑥 − 1)𝑛−𝑗(𝑥 + 1)𝑗         

𝑛

𝑗=0

          (11) 

 ویژگی تقارنی این تاابع نیزعبارت اس. از :

𝐽𝑛
𝛼,𝛽(−𝑥) = (−1)𝑛𝐽𝑛

𝛼,𝛽(𝑥)                                                                                                 
 فرم بازگشتی چندجمله ای های ژاکابی به صارت زیر تعریف می شاد :

      𝐽𝑛+1
𝛼,𝛽 (𝑥) = (𝑎𝑛

𝛼,𝛽
− 𝑏𝑛

𝛼,𝛽
)𝐽𝑛

𝛼,𝛽(𝑥) − 𝑐𝑛
𝛼,𝛽

− 𝑐𝑛
𝛼,𝛽

𝐽𝑛−1
𝛼,𝛽 (𝑥) ,       𝑛 ≥ 1                    

𝐽0
𝛼,𝛽(𝑥) = 1                                                                                                         

𝐽1
𝛼,𝛽(𝑥) =

1

2
(𝛼 + 𝛽 + 2)𝑥 +

1

2
(𝛼 − 𝛽)                                                            

𝑎𝑛دراین تعریف،ضرایب  
𝛼,𝛽    ،𝑏𝑛

𝛼,𝛽    ،𝑐𝑛
𝛼,𝛽   ضرایب معلام و قابل محاسبه می باشند)برای اثبات و اطلاعات بیشتر می تاان بوه

 رجاع کرد(.  ]41-40-2[مراجع 

 

 چندجمله ای های لژاندر  -5-2

  : ] 41 [چندجمله ای های لژاندر به صارت زیرقابل تعریف می باشند

𝐿𝑛(𝑥) = 𝐽𝑛
0 ,0(𝑥) ,    𝑛 ≥ 0 , 𝑥 ∈ (−1 , 1)                         (12) 

 باتاجه به فرمال ردریگز :

𝐿𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑛𝑛
[(𝑥2 − 1)𝑛] ,    𝑛 ≥ 0          

 فرم بسته این چندجمله ای ها عبارت ات اس. از : 

𝐿𝑛(𝑥) =
1

2𝑛
∑ (−1)𝑙

(2𝑛 − 2𝑙)!

𝑙! (𝑛 − 𝑙)! (𝑛 − 2𝑙)!
𝑥𝑛−2𝑙                 

[𝑛/2]

𝑙=0

 

 فرم بازگشتی چندجمله ای های لژاندر نیزعبارت اس. از :
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{

(𝑛 + 1)𝐿𝑛+1(𝑥) = (2𝑛 + 1)𝑥𝐿𝑛(𝑥) − 𝑛𝐿𝑛−1(𝑥)  ,      𝑛 ≥ 1              

𝐿0(𝑥) = 1                                                                                                         

𝐿1(𝑥) = 𝑥                                                                                                        

 

𝜔(𝑥)چندجمله ای های لژاندرمتناظربا تابع وزن =  دارای ویژگی تعامد می باشند :  1

∫ 𝐿𝑛(𝑥)𝐿𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =
1

−1

𝛾𝑛𝛿𝑚𝑛 

                                𝛾𝑛 =
2

2𝑛 + 1
 

 ویژگی تقارنی این تاابع نیز عبارت اس. از :

                               𝐿𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛𝐿𝑛(𝑥) 
 نمادار تعدادی از چندجمله ای های لژاندر درشکل زیر آمده اس. : 

 

 
 نمادار تعدادی از چندجمله ای های لژاندر :  1شکل  

 

 چندجمله ای های چبیشف  -5-3

 دنباله ای ازچندجمله ای های متعامد هستندکه درنظریه تقریب از اهمی. ویژه برخاردارهستند. چندجمله ای های چبیشف

 : ]40-2[چندجمله ای های چبیشف ازناع اول به صارت زیر قابل تعریف می باشند

𝑇𝑛(𝑥) = 𝐽𝑛
−0.5 ,−0.5(𝑥) ,      𝑛 ≥ 0   𝑥 ∈ (−1 , 1)                       

 فرم بازگشتی این تاابع عبارت اس. از:



  

17 
 

{

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥)  ,      𝑛 ≥ 1                          

𝑇0(𝑥) = 1                                                                                    

𝑇1(𝑥) = 𝑥                                                                                    

 

 فرد باشد.  𝑛زوج باشد و فرد اس. اگر  𝑛زوج اس. اگر  𝑇𝑛که درآن تابع  

 : ]41[تعریف دیگری از چندجمله ای های چبیشف ناع اول به صارت زیر بیان می شاد

𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛𝜃)  ,      𝜃 = arccos(𝑥)  ,      𝑛 ≥ 0  ,     𝑥 ∈ (−1 , 1)       

 ویژگی تقارنی این تابع نیز عبارت اس. از :

𝑇𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛𝑇𝑛(𝑥) 
 چندجمله ای های چبیشف ازناع اول متناظر با تابع وزن

𝜔(𝑥) =
1

√1 − 𝑥2
     

 به صارت زیردارای ویژگی تعامد می باشند :

∫ 𝑇𝑛(𝑥)𝑇𝑚(𝑥)𝜔(𝑥)𝑑𝑥 =
1

−1

𝛾𝑛𝛿𝑚𝑛 

 که درآن :

𝛾𝑛 = 𝑐𝑛

𝜋

2
 

𝑐𝑛 = {
2       𝑛 = 0
1        𝑛 ≥ 1

 

 

 نمادار تعدادی ازچندجمله ای های چبیشف ناع اول به صارت شکل زیر می باشد :
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 نمادار تعدادی ازچندجمله ای های چبیشف ناع اول :2شکل  

 

 نتیجه گیری و پیشنهادات   -6

برخ  نیا  در مطالعه  به  مهم  یمقاله  و    یهایاچندجمله   ینظر  یهاجنبه  نیتراز  وجاد  ابتدا  شد.  پرداخته    یی کتایمتعامد 

به    یهای اچندجمله  یهاخانااده نسب.  بررس  کیمتعامد  مثب.  وزن  بازگشت  دیگرد  یتابع  رابطه  عناان   یاجمله سه  یو  به 

مرتبط با    جیو نتا  داربا–ستافلیهسته کر  رینظ  یشد. سس  خاا  مهم  ی معرف  هایاچندجمله   نیا  دیتال  یبرا  یادیبن  یابزار

گرف.. قرار  مطالعه  مارد  صفرها  در آن  و  ی های اچندجمله  یادامه،  و  حقآن  ی اساس  یهایژگ یمتعامد  شامل  بادن،    یقیها 

خاص  ی سادگ بررس  یجداساز  . یو  همچن  یصفرها  ا  نیشد.  که  شد  داده  نزد  ن ینشان  ارتباط  مقاد  یک یصفرها    ژه یو  ر یبا 

پژوهش به    نیاز ا  یگرید  بخش  کرد.  حاسبهها را به طار مؤثر مآن   تاانیم  قیطر  نیمتقارن دارند و از ا  یقطرسه  یها یماتر

گاوس،    یهاراستا، فرمال  نی. در ااف.یناع گاوس اختاا     یبنددرجه  یهامتعامد با فرمال  یهایاارتباط چندجمله   یبررس

ها  فرمال  نیا  ی هاها و وزنگره  نییمتعامد در تع  یهایاچندجمله   ی شدند و نقش صفرها  معرفی  لاباتا–گاوس  و   رادو–گاوس

  ی اساس   یهایژگیاز و  یشدند و برخ  ی معرف  شفیلژاندر و چب  ، یمهم ژاکاب  یهاخانااده  زین  انی پا  در گرف..  قرار  یمارد بررس

بآن  نتادی گرد  ان یها  مارا ه  ج ی.  نشان  چندجمله  دهد یشده  بن  ی کیمتعامد    یها ی اکه  تقر  ینظر  یابزارها  نیتریادیاز    ب یدر 

انتگرال  روش   یعدد  یریگتاابع،  تاسعه  شمار    یفیط  یهاو  آن  روندیمبه  مطالعه  زمو  پژوهش  یاریبس  سازنهیها    ی هااز 

 اس.. یمحض و کاربرد اتیاضیدر ر شرفتهیپ 
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     1    a  j − 1      𝛾  j    𝛾  j − 1     p ~  j − 1 +     b  j    a  j     p ~  j +  1    a  j      𝛾  j + 1    𝛾  j     p ~  j + 1


    𝛽  j     p ~  j − 1  ( x ) +   𝛼  j     p ~  j  ( x ) +   𝛽  j + 1     p ~  j + 1  ( x )


    𝛼  j ≔     b  j    a  j       ,               𝛽  j ≔  1    a  j − 1      𝛾  j    𝛾  j − 1


      𝛾  j    𝛾  j − 1 =     a  j − 1   c  j    a  j > 0       →     𝛽  j =  1    a  j − 1      a  j − 1   c  j    a  j


  x     p ~  j =   𝛽  j     p ~  j − 1  ( x ) +   𝛼  j     p ~  j  ( x ) +   𝛽  j + 1     p ~  j + 1  ( x )                                           ( 5 )


  j = 0   ,   1   ,   … , n  


  x   P ~  ( x ) =   A  n + 1   P ~  ( x ) +   𝛽  n + 1     p ~  n + 1  ( x )   E  n + 1        


    A  n + 1


    P ~  ( x ) =    (     p ~ 0  ( x ) ,     p ~ 1  ( x ) ,   … ,     p ~  n  ( x ) )  T     ,         E  n + 1 =   ( 0   ,   0   , … ,   0   ,   1 )  T


      p ~  n + 1  (   x  j ) = 0     ,     0 ≤ j ≤ n


  x =   x  j


    x  j   P ~  (   x  j ) =   A  n + 1   P ~  (   x  j )     ,     0 ≤ j ≤ n


    {   x  j }  j = 0  n


    A  n + 1


    x  j 0


    x  j


    p  n + 1 ( x )


   {      x  j  k + 1 =   x  j  k + D  (   x  j  k )   ,   0 ≤ j ≤ n   ,       k ≥ 0    {   x  j 0 }   ب ه   ت و ج ه   ب ا                                                                                                  


  D ( x )


  D ( x )


  D  ( x ) = −     p  n + 1  ( x )    p  n + 1 ′  ( x )                            


  D  ( x ) = −     p  n + 1  ( x )    p  n + 1 ′  ( x ) −     p  n + 1  ( x )   p  n + 1  ′ ′  ( x )  2    (   p  n + 1 ′  ( x ) ) 2        


    p  n + 1


    ∫  a  b  f  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  f  (   x  j )   𝜔  j +   E  N  [ F ]                                           ( 6 )


     {   x  j   ,   𝜔  j }  j = 0  N


    E  N  [ F ]


     {   x  j }  j = 0  N


  f ( x ) ∈   C  N + 1 [ a   ,   b ]


    E  N  [ F ] =  1   ( N + 1 ) !   ∫  a  b    f  ( N + 1 )  ( ξ  ( x ) )   ∏  i = 0  N   ( x −   x  i ) d x                        


  ξ  ( x ) ∈ [ a   ,   b ]


     {   x  j }  j = 0  N


   h  j  ( x ) =   ∏  i = 0 ; i ≠ j  N    x −   x  i    x  j −   x  i     ,               0 ≤ j ≤ N                                      


  f  ( x ) =  h  j


    𝜔  j =   ∫  a  b   h  j  ( x ) 𝜔  ( x ) d x     ,               0 ≤ j ≤ N                                     ( 7 )


    E  N


  p


  m


  q


  m + 1


    E  N  [ q ]


  N + 1


     {   x  j }  j = 0  N   ،        ( a   ,     b )


  N  


  2 N + 1


     {   x  k }  k = 0  N  


    p  N + 1


  𝜔


  2 N + 1


     {   x  j }  j = 0  N


    p  N + 1


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j   ,           ∀ p ∈   P  2 N + 1                              


    𝜔  j =     k  n + 1    k  n      ‖   p  N ‖  𝜔 2    p  N (   x  j )   p  N + 1 ′ (   x  j )     ,         0 ≤ j ≤ N                                              


    k  j


    p  j


  2 N + 1


  ( a   ,   b )


  x = a


    q  N ( x )


    q  N  ( x ) =     p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N ( x )  x − a                                                                                   ( 8 )                                                              


    𝛼  N = −     p  N + 1 ( a )    p  N ( a )


    q  N  ( x )


    q  N ∈   P  N


    r  N − 1 ∈   P  N − 1


    ∫  a  b    q  N  ( x )   r  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x )  ( x − a ) d x =   ∫  a  b    ( p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N ( x ) )   r  N − 1 ( x ) 𝜔  ( x ) d x = 0


    q  N


    𝜔 ~  ( x ) ≔ 𝜔  ( x ) ( x − a )


    q  N


    k  N + 1


    x 0 = a


     {   x  j }  j = 1  N


    q  N ( x )


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j   ,             ∀ p ∈   P  2 N                                                   ( 9 )


    𝜔 0 =  1    q  N  ( a )   ∫  a  b    q  N  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                                                                


    𝜔  j =  1    x  j − a     k  N + 1    k  N      ‖   q  N − 1 ‖  𝜔 2    q  N − 1 (   x  j )   q  N ′ (   x  j )     ,               1 ≤ j ≤ N                                    


  b = x


  a = x


  a , b = x


    𝛼  N


    𝛽  N


  x = a , b


    p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N  ( x ) +   𝛽  N   p  N − 1  ( x ) = 0                                      


    z  N − 1  ( x )


    z  N − 1  ( x ) =     p  N + 1  ( x ) +   𝛼  N   p  N  ( x ) +   𝛽  N   p  N − 1  ( x )  ( x − a ) ( b − x )                                          


      z  N − 1  ( x )


    z  N − 1


    P  N − 1


    r  N − 2 ∈   P  N − 2


    ∫  a  b    z  N − 1   r  N − 2  ( x − a )  ( b − x ) 𝜔 d x =   ∫  a  b (   p  N + 1 +   𝛼  N   p  N +   𝛽  N   p  N − 1 )   r  N − 2 𝜔 d x = 0                             ( 10 )


   {   z  N − 1   : N ≥ 1 }


    𝜔 ^  ( x ) ≔  ( x − a )  ( b − x ) 𝜔 ( x )


    x 0 = a   ,     x  N = b


     {   x  j }  j = 1  N − 1


    z  N − 1


     {   𝜔  j }  j = 0  N


    ∫  a  b  p  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   ∑  j = 0  N  p  (   x  j )   𝜔  j     ,                   ∀ p ∈   P  2 N − 1                        


    𝜔 0 =  1  ( b − a )   z  N − 1 ( a )   ∫  a  b   ( b − x )   z  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                            


    𝜔  j =  1  (   x  j − a ) ( b −   x  j )     k  N + 1    k  N      ‖   z  N − 2 ‖    𝜔 ^ 2    z  N − 2 (   x  j )   z  N − 1 ′ (   x  j )     ,           1 ≤ j ≤ N − 1                  


    𝜔  N =  1  ( b − a )   z  N − 1 ( b )   ∫  a  b   ( x − a )   z  N − 1  ( x ) 𝜔  ( x ) d x                                                            


    J  n  𝛼 , 𝛽 ( x )


    𝜔  𝛼 , 𝛽  ( x ) =   ( 1 − x )  𝛼   ( 1 + x )  𝛽                                    


  ( − 1   ,   1 )


    ∫  − 1 1    J  n  𝛼 , 𝛽 ( x )   J  m  𝛼 , 𝛽 ( x )   𝜔  𝛼 , 𝛽  ( x ) d x =   𝛾  n  𝛼 , 𝛽   𝛿  m n                      


    𝛾  n  𝛼 , 𝛽 =    ‖   J  n  𝛼 , 𝛽 ‖    𝜔  𝛼 , 𝛽 2


    J  n  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  2  − n   ∑  j = 0  n   (   n + 𝛼  j )  (   n + 𝛽  n − j )    ( x − 1 )  n − j    ( x + 1 )  j                                     ( 11 )


    J  n  𝛼 , 𝛽  ( − x ) =    ( − 1 )  n   J  n  𝛼 , 𝛽  ( x )                                                                                                                                                                                                


                J  n + 1  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  (   a  n  𝛼 , 𝛽 −   b  n  𝛼 , 𝛽 )   J  n  𝛼 , 𝛽  ( x ) −   c  n  𝛼 , 𝛽 −   c  n  𝛼 , 𝛽   J  n − 1  𝛼 , 𝛽  ( x )   ,               n ≥ 1                                      


    J 0  𝛼 , 𝛽  ( x ) = 1                                                                                                                                                                                                                


    J 1  𝛼 , 𝛽  ( x ) =  1 2  ( 𝛼 + 𝛽 + 2 ) x +  1 2  ( 𝛼 − 𝛽 )                                                                                                                      


    a  n  𝛼 , 𝛽


    b  n  𝛼 , 𝛽


    c  n  𝛼 , 𝛽


    L  n  ( x ) =   J  n  0   ,   0  ( x )   ,         n ≥ 0   ,     x ∈  ( − 1   ,   1 )                                                   ( 12 )


    L  n  ( x ) =  1   2  n n !     d  n    d n  n  [    (   x 2 − 1 )  n ]   ,         n ≥ 0                  


    L  n  ( x ) =  1   2  n   ∑  l = 0  [ n / 2 ]    ( − 1 )  l   ( 2 n − 2 l ) !  l ! ( n − l ) ! ( n − 2 l ) !   x  n − 2 l                                  


   {     ( n + 1 )   L  n + 1  ( x ) =  ( 2 n + 1 ) x   L  n  ( x ) − n   L  n − 1  ( x )     ,             n ≥ 1                                 L 0  ( x ) = 1                                                                                                                                                                                                                       L 1  ( x ) = x                                                                                                                                                                                                                


  𝜔  ( x ) = 1  


    ∫  − 1 1    L  n  ( x )   L  m  ( x ) d x =   𝛾  n   𝛿  m n


                                                                    𝛾  n =  2  2 n + 1


                                                                    𝛾  n =  2  2 n + 1


                                                                  L  n  ( − x ) = (   − 1 )  n   L  n  ( x )


    T  n  ( x ) =   J  n  − 0 . 5   ,   − 0 . 5  ( x )   ,             n ≥ 0       x ∈  ( − 1   ,   1 )                                            


   {      T  n + 1  ( x ) = 2 x   T  n  ( x ) −   T  n − 1  ( x )     ,             n ≥ 1                                                         T 0  ( x ) = 1                                                                                                                                                                             T 1  ( x ) = x                                                                                                                                                                        


    T  n


  n


  n


    T  n  ( x ) =  cos ⁡   ( n 𝜃 )   ,             𝜃 =  arccos ⁡   ( x )   ,             n ≥ 0     ,           x ∈  ( − 1   ,   1 )            


    T  n  ( − x ) =   ( − 1 )  n   T  n  ( x )


  𝜔  ( x ) =  1   1 −   x 2        


    ∫  − 1 1    T  n  ( x )   T  m  ( x ) 𝜔  ( x ) d x =   𝛾  n   𝛿  m n


    𝛾  n =   c  n   𝜋 2


    c  n =  {    2               n = 0   1                 n ≥ 1


    c  n =  {    2               n = 0   1                 n ≥ 1

