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ی ریتأخ یکسر نهی حل مسائل کنترل به یبرا  لژاندر یهایابر چندجمله  یمبتن  یف یط کردی رو  
 
 

 فرزانه صوفیوند
 

ایران  ، دورود ، دانشگاه آزاد اسلامی  ، واحد دورود ، ریاضی گروه   

 
 

 

 خلاصه  

  نه یحل مسائل کنترل به  یبرا  افتهیانتقال   لژاندر  یها ی ابر چندجمله   یمبتن  یفیط  یروش عدد  کیپژوهش،    نیدر ا

شده و در چارچوب مسائل   یسازکاپوتو مدل  فیبا استفاده از تعر  یکینامیدر سامانه د  یارائه شده است. مشتق کسر  یکسر

با مرتبه صح  ، یبعدک ی  نهیکنترل به   ، یحل عدد  لیتسه  یاند. براکار گرفته شدهزمان بهطور همبه  یو کسر  حیمشتقات 

  یریگتوابع حالت و کنترل با بهره  ،یسازنهیبه  ندی. در فرآانددهیاستخراج گرد  یمتناظر با مشتق کسر  ی اتیعمل  یهاسیماتر

  ل یتبد  یمعادلات جبر  ستگاهد  کیبه    یزمان  ریبا تأخ  یکسر   نهیزده شده و مسئله کنترل به  بیمناسب تقر  یاهیاز توابع پا

حالت و کنترل   یبیتوابع تقر  ت یمجهول و در نها  بیحل شده و ضرا  وتنین  یدستگاه با استفاده از روش تکرار  ن ی. اشودیم

  .انددهیمربوطه اثبات گرد  یایشده و قضا  یبررس یصورت نظر به یشنهادیروش پ  ییهمگرا ن،ی. همچنندیآیدست مبه

کلیدی:   چندجملهکلمات  کاپوتو،  کسری  سیستم   لژاندر های  ای مشتق  بهینه،  کنترل  عملیاتی،  ماتریس  یافته،  انتقال 

 .معادلات جبری

 مقدمه  .1

به بررس  یو مهندس  یکاربرد  اتیاضیمهم در ر  یهااز شاخه   یکی  نهیبه  کنترل   ی هاستم یس  تینحوه هدا   یاست که 

 ل یفرانسیاز معادلات د   یاحوزه، مجموعه  ن ی. در اپردازدیممکن م  نهیهز  نیبه سمت عملکرد مطلوب با کمتر  ی کینامید

  ی اب یکند. دست  یسازنهیرا به  نهیهز  ا ین کرده و تابع هدف  ییرا تع  ی کنترل  یرهایمتغ  یرهایتا مس  شودیکار گرفته مبه

  یهاستمیمهندسان و طراحان س  ی قابل کنترل، همواره از اهداف اصل  ی کینامید  ی ندهایرفتار و عملکرد در فرآ  نیبه بهتر

  هاتیارتقاء قابل  ،یوربهره  شیافزا  ها، نهیمنجر به کاهش هز  تواندیم   ی کینامید  ندیفرآ  کی  یسازنهیبه  .کنترل بوده است

دست نتا   ی ابیو  حوزه   جیبه  در  صنعت  یهامطلوب  علم  یمختلف  س  یو  هر  دارا  ی کینامید   ستمیگردد.  کنترل،    یقابل 

  ف ی را توص  ستمیس  یالحظه   تیحالت، وضع  یهااست. مشخصه   یکنترل  یحالت و پارامترها  یهااز مشخصه   یامجموعه 

به کنترل    یابیدست  ی. براسازندیمطلوب را فراهم م   طیبه سمت شرا  ستمیس  ت یامکان هدا  یکنترل  یو پارامترها  کنند یم

شوند که منجر به    میتنظ  یاگونهها و پارامترها بهمشخصه  نیا  راتییمشخص، لازم است تغ  ی بازه زمان   کیدر    نهیبه

عنوان )به  نیاگیپونتر  نهیشیشامل  استفاده از اصل ب  نهیبه کنترل به  ی اب یدست  یهاروش  .گردد  نهیبه  لکرد عم  کیتحقق  

توسط   ۱۹۵۰در دهه    کردها یرو  نی( هستند. ایعنوان شرط کاف )به  بلمن–جاکوبی–لتونیشرط لازم( و حل معادله هم

  ه یدر توسعه نظر  یشدند و نقش مهم  یگذارهیمتحده پا   الاتیبلمن در ا  چاردیو ر  یشورو  ریدر اتحاد جماه  نیاگیپونتر

  یها، امکان ارائه روش ۱۹۷۰در دهه    یعدد  یهاتمیو الگور  تالیجید  یهاانه یرا  ریچشمگ  شرفتیکردند. با پ   فایا  رلکنت

 .دیفراهم گرد نهیحل مسائل کنترل به یبرا یبر محاسبات عدد  یو مبتن دهیچیپ 
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  ، یی ایمیش  یندهایفرآ  ک،یالکترون  ک، یربات  ک،یاز جمله هوافضا، مکان  یگوناگون مهندس یهادر حوزه   نهیکنترل به  امروزه

  یاز علوم مهندس  ییهانهیزم  یدر تمام  ،یطور کلدارد. به  یاآن کاربرد گسترده  یهارشاخه یاز ز  یاریو بس  یپزشک  یمهندس

مورد  هاستم یارتقاء عملکرد س  یمؤثر برا   یعنوان ابزاربه  نه یدارند، کنترل به  وکارقابل کنترل سر  ی کینامید یهاستمیکه با س

  ستم یدارد. به عنوان مثال ، س اتیعمل قاتیو تحق یدر علوم ، مهندس  یمتعدد  یبرنامه کاربردها نیا توجه قرار گرفته است.

به ماه با حداقل    دنی موشک باشد و هدف ممکن است رس  شرانیمربوط به پ   یبا کنترل ها  ما یفضاپ   کیممکن است    ایپو

مورد   ن ی. کنترل در ایکار یبه حداقل رساندن ب ف کشور باشد با هد  کیتواند اقتصاد   ی م  ای پو  ستمیس ای سوخت باشد.  نهیهز

در    ات یعمل  یقاتیمشکلات تحق  هیتعب  یبرا  ا یپو  ستمیس  کیممکن است    نی[ همچن4باشد. ]  ی و پول  ی مال  است یتواند س  یم

به صورت   شدیارائه م  ها ستم یس  یکه برا  ییها، مدل۱۶۹۵[ تا قبل از سال  ۵شود. ]  یمعرف  نهیکنترل به  هی چارچوب نظر

تا    ۱۶۹۵. از سال  آمدیاز علم جبر و هندسه به دست م  زین  شدیمطرح م  هاستمیس  نیا  یکه برا  ی اتیاضی بود و ر  یکیتاتاس

از معادلات د  ی کینامید     یهابه مدل  ل یها تبدمدل  ۱۹۶۰ انتگرال به عنوان ر  لیفرانسی شده و  مربوطه استفاده    اتیاضیو 

  یاریکه در بس یریتأخ لیفرانسیمعادلات د  هیعلم شد نظر یوارد عرصه یرکس یمرتبه یها مدل۱۹۶۰. بعد از سال شدیم

ارتباطات، س  ی واقع   ی زندگ  یها  ده ی از پد ب  یها  ستمیمانند  کاربرد دارد    یمیو ش  ک یالکترون  ،یولوژیقدرت، حمل و نقل، 

به۶,۷,8] کنترل  مسئله  به  کی  یریتأخ  یکسر  نهی[.  کنترل  معادلات    نهیمسئله  تحت  عملکرد  شاخص  آن  در  که  است 

حل مسئله کنترل   ی[ برا۹]  نیبرنشتا  یها  یمثال چند جمله ا  یشود. برا  یدر نظر گرفته م  یریتأخ  یکسر   لیفرانسید

  کی[    4[در     سندگانیکه، نو  یشده است. در حال  یشود، معرف  ی ظاهر م  تیدر تابع وضع  ریکه در آن تأخ  یکسر  نهیبه

 .دهد یو هم در کنترل رخ م تیدر تابع وضع رهمیدر آن تأخ هک نهیحل مسئله کنترل به یبرا یعدد کیتکن
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0مشتق کسری کپوتو از مرتبه   تعریف:     برای تابعf [10]به صورت زیر تعریف می شود 
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 با درگیر که مسائلی حل برای آسان فرمول و ساده ظاهر( با داشتن  لژاندر چند جمله ایهای متعامد فراکروی )

 عملگرهای 

 پایه مجموعه عنوان ها بهایاز این چندجمله اخیر سالهای در می باشند. مفید  بسیار  هستند مشتق و انتگرال 

 است.  شده استفاده حل مسائل مختلف در توابع از ای

 

⍺با  (  لژاندر چندجمله ایهای متعامد انتقال یافته فراکروی ) =  به صورت زیر تعریف می شوند:  0.5
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 ( )sW t . تابع وزن  ( ) 2

, ( )
2

s j j

L   = که چون در فضای هیلبرت کار می کنیم >  < نماد ضرب داخلی است و  

صورت زیر است: نیز به  
1

2 2( ) ( )sW t tL t



−

= −  

 

 شکل کلی مسئله کنترل بهینه کسری مورد بحث در این رساله به صورت زیر در نظرگرفته می شود:

(۱   )     𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑎𝑥) 𝐽 = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡
1

0
 

𝑀𝑥 ′(𝑡) + 𝑁𝐷𝑞𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑏( 𝑡) 𝑢(𝑡 − 𝑘) 
𝑥( 0) = 𝑥0,  𝑥(1) = 𝑥1, 1 < 𝑞 ≤ 2 

 

f,که در آن  g   ، توابعی هموارqD    مشتق کسری کاپوتو از مرتبهq  و,M N    و  اعداد ثابتی هستند𝑘    مقدار    

محدودیت دینامیکی در نظر گرفته شده در این مسئله یک حالت کلی است که  شامل مشتق  دیرکرد می باشد.

)کنترل   بردار تعیین هدفمرتبه کسری   است.   )u t    و بردار حالت( )x t  مسئله   شاخص رفتاری  طوریکه  به است 

)بیشینه( شود   داده شده، محدودیتهای   به  توجه با این  .کمینه  از  ارائه یک روش مستقیم و بدون   مقاله   هدف 

( است.از انجا که محاسبات مربوط به مشتقات کسری  ۱معادلات همیلتونین برای حل مسئله کنترل بهینه ) تشکیل  

باعث پیچیدگی  فرایند حل مسئله می شود،  لذا یک روش پیشنهادی تشکیل  ماتریس عملیاتی مشتق کسری  

متعامد گگنبائر برای ساده سازی محاسبات است. ماتریس عملیاتی طوری ساخته    کپوتو بر پایه چند جمله ایهای  

 سازی  بهینه مساله  یک جواب  تقریب  برای  کارا و  ساده  روش  یک ریتز شروباشد.     شود که  با روش طیفی ریتز سازگارمی

ماتریس عملیاتی  علاوه  بر این ، از انعطاف پذیری و دقت خوبی برخوردار است.     این روش از نظر محاسباتی ساده است و    .است 

در حل بسیاری از مسائل معادلات دیفرانسیل و کنترل بهینه جهت  لژاندر  های ایانتگرال کسری بر پایه چندجمله

  شود.گردد که استفاده از آن باعث ساده تر شدن محاسبات میعملیاتی استفاده می  سهولت در محاسبات از ماتریس 

های گگنبائر انتقال یافته، با ارائه یک  ای    در این بخش چگونگی بدست آوردن ماتریس عملیاتی بر پایه چندجمله

                                                                                 شود.قضیه بیان می

 

 قضیه: 

 در رابطه زیر باشد   انتقال یافتهلژاندرهای ایبردار چندجمله 𝜙(𝑡)فرض کنید  

𝜙(𝑡) = [𝐶𝑠,0
(𝛽)

(𝑡), 𝐶𝑠,1
(𝛽)

(𝑡), … , 𝐶𝑠,𝑛
(𝛽)(𝑡)]

𝑇

 

گاه باشد. آنمثبت  𝜈و   

 

 

𝐼ν 𝜙(𝑡) ≅ 𝐹ν 𝜙(𝑡) 
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 لیوویل با  - ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ریمان 𝐹νو   𝜈لیوویل از مرتبه  -انتگرال کسری ریمان  𝐼ν که  

𝑛)ابعاد   + 1) × (𝑛 +  شود: به صورت زیر تعریف می است و  (1

𝐹𝜈 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜃0,0,0 𝜃0,1,0 ⋯ 𝜃0,𝑛,0

∑𝜃1,0,𝑗

1

𝑗=0

∑𝜃1,1,𝑗

1

𝑗=0

⋯ ∑𝜃1,𝑛,𝑗

1

𝑗=0

∑𝜃2,0,𝑗

2

𝑗=0

∑𝜃2,1,𝑗

2

𝑗=0

⋯ ∑𝜃2,𝑛,𝑗

2

𝑗=0

⋮ ⋮ ⋯ ⋮

∑𝜃𝑛,0,𝑗

𝑛

𝑗=0

∑𝜃𝑛,1,𝑗

𝑛

𝑗=0

⋯ ∑𝜃𝑛,𝑛,𝑗

𝑛

𝑗=0 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

به صورت زیر تعریف می شود    𝜃𝑖,𝑟,𝑗جایی که    

 

𝜃𝑖,𝑟,𝑗 = ∑
(−1)𝑖−𝑗𝛤(𝛽+

1

2
)𝛤(𝑖+𝑗+2(𝛽)

(𝑖−𝑗)!𝛤(𝑗+𝛽+
1

2
)𝛤(2𝛽)𝛤(𝑗+𝜈+1)

𝑖
𝑗=0 ×             (27) 

 

 

∑
(−1)𝑟−𝑘𝑟! (𝑟 + 𝛽)𝛤2(𝛽)𝛤2 (𝛽 +

1
2
)𝛤 (𝜈 + 𝑗 + 𝑘 + 𝛽 +

1
2
)𝛤(𝑟 + 𝑘 + 2𝛽)

2(1−4𝛽)𝜋(𝑟 − 𝑘)! 𝑘! 𝛤(𝑟 + 2𝛽)𝛤(2𝛽)𝛤 (𝑘 + 𝛽 +
1
2
)𝛤(𝜈 + 𝑗 + 𝑘 + 2𝛽 + 1)

,

𝑖

𝑗=0

 

 

 

: بررسی همگرایی روش  

در این بخش به بیان همگرایی روش ارائه شده پرداخته شده است. نشان خواهیم داد که با افزایش تعداد  

به مقدار   Jکند و شاخص رفتاری های گگنبائر انتقال یافته خطای تقریبی روش به صفر میل میایچندجمله

 شود.واقعی آن همگرا می

 

 قضیه: 

:𝑔تابع  [0, 𝐿] → 𝑅, 𝑔𝜖𝐶𝑛+1[0,   Zدر فضای  gبهترین تقریب برای تابع  𝑔𝑛را در نظر بگیرید. با فرض این که    .[1

 گاه باشد آن
  

|𝑔 − 𝑔𝑛|| ≤
𝐻

(𝑛 + 1)!
√

𝐿3+2𝑛

3 + 2𝑛
 

 جایی که 

 

𝐻 = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈[0,𝐿]|𝑔
𝑛+1(𝑥)| 
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بگیرید نظر  در  زیر را کسری  بهینه کنترل  مسئله مثال:   

 

 

min J =
1

2
∫ (u(t)2 + 𝑥(t)2)dt

1
4

0

 

 با سیستم دینامیکی زیر:
 

Dνx(t) = u(t − 0.1) + x(t) + u(t) 

x(0) = 1,   u(t) = 0. 

 

  [1]لژاندر  های  ای  چندجمله  روش  اند، شده  پیشنهاد   مسئله  این  برای قبل  از که  هایی  روش

M=7   با لژاندر  های ای چندجمله روش  در است[2]  مربعات ترین کم تقریب روش = Jمی آید تقریبی  مقدار     

مشاهده می شود.  J = ۰.۱۵۶۵8۶۷ مقدار دوم روش در  و ۰.۰۱43۶۷۱ بدست    

 

n N=2 N=5 N=8 N=20 N=30 N=50 

J 0.1535 0.1536 0.1531 0.1440 0.1250 310030. 

 

 

 
 

 

𝑛و تابع حالت )سمت چپ( برای     )سمت راست(کنترل    تابع  تقریبی  های  جواب.  1  شکل = 50 

 

 مثال بالا نشان می دهد که جواب ما به روش دوم نزدیک است. 

 



 

 

 https://sc.cdsts.ir 7صفحه  

کنترل بهینه در این مقاله به بررسی بهینه سازی با دیرکرد زمانی  با چند    مسأله: با توجه به اهمیت نتیجه گیری

پرداخته شده است. گگنبائر جمله ایهای  در این روش با تبدیل سیستم تأخیری به یک سیستم بدون تأخیر،   

به دست می آید با انجام مراحل کمتر و دقیق تر بدست می آید.  جوابی که                                                                            
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